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81 Introduzione. 

Presento alcuni risultati di esistenza e non esistenza di 

soluzioni nonnegative del problema di Dirichlet 

_ = (q+2)/(q-2). (1.1) { A,U=au+u in9, 

i] # i Usa O, u0, uz0 inQ, 

dove 2 è un aperto limitato di pei A, è: il Laplaciano di Kohn sul 

gruppo di Heisenberg, e q=2n/(n-2) è la dimensione omogenea dello 

stesso. 

Alcune definizioni. 

Se denotiamo gli elementi di R2°*! nella forma é&=(x,y,t), con 

x,yeR" e teR,. allora si dice Laplaciano di Kohn l'operatore 
n 

sU= ) x°4+v7, € &0 ll 

dove 

le] Ce] (e) d 
5 dx, vallo ©. = 9, Sn 

Osserviamo che XY E 47°, mentre tutti gli altri commutatori j 

sono nulli. Quindi il rango dell’algebra di Lie generata dai campi 

vettoriali XKooX peo, (che indicheremo 9), è 2n+ in ogni n_ 1 

punto di Re ed è soddisfatta l’ipotesi di Hérmander per 

l’ipoellitticità. Inoltre è possibile definire in pro una 

operazione che lo rende un gruppo di Lie, e la cui algebra associata 

è esattamente 9g. Nel caso presente, l’operazione di gruppo è 

semplicemente 

EÉEn=É+n+ glen. 
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Quindi se È = (x,y,t) en = (x,y't’) si ha 

(1.2) © En = (x+x°, y+ty, ttt’-2(xy°-x'y)). 

Il gruppo così definito si dice gruppo di Heisenberg. Poiché 9 è 

l’algebra di Lie associata a questo gruppo, allora i vettori ca e aa 

sono invarianti rispetto alle traslazioni a sinistra e quindi anche 

i s È © 2n+1 
Ai lo è. In altre parole, se per ogni fissato € = xoIo to ER ; 

denotiamo 

(1.3) Te (È) Es E, 
o 

si ha 

4 (uote )= A jet, . 

(o) Do) 

Possiamo poi definire delle dilatazioni naturali associate 

all’operatore: 

(1.4) 3 _(x,y,t) = (rx,ry,rit). 

Rispetto a queste dilatazioni A, è omogeneo di ordine 2, ovvero 

A (uos ) = r°A ues. vedo vueC®(R°9*). 
H r H r 0 

Infine definiamo 

(LS) d&yt) = ((x%4y9)? + 19), VE = (x,y,t) e RSI 

e 

Na 1, 2n+1 (16) dee) = a lea), E er. 
La funzione d, risulta una norma omogenea, cioè verifica 

i) da l6)=0 implica €=0 ii) d(3_(6)) = rd (6) 

ii) d (0) = dle), 



mentre d definisce una distanza, che si dice metrica di controllo 

associata a A Poiché i manda la palla unitaria nella palla di 

raggio r, un semplice cambio di variabile dimostra che la misura di 

Lebesgue delle palle della metrica è 

(1.7) IB(£,r)] = S, ri, 

dove q = 2n/(n-2) è la costante che compare in (1.1). 

Formulazione variazionale del problema (1.1). 

Sia 2 un aperto limitato di REI, per ogni ue Cor?) sia 

(1.8) DU — Xu,..,X U,Yu,...,Y_u), 

e 

1/2 (1.9) Itul { (J ID ul) À 
s!(9) . (o) Q 

La chiusura di Co(9) con la questa norma si dice spazio di Folland 

Stein, e si indica. S.(9). Questo è uno spazio di Banach, nel quale 

vale la seguente disuguaglianza di tipo Sobolev: esiste una costante 

CO tale che 

(1.10) Ilull < C Ilull vues!(p?"41) 
2 2) (o) N) q/(q- 1.p2N+1 

s_Rî® 
o 

Inoltre per ogni P2g/(q-2) l'immersione 

LA) c S, (9) 
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è compatta, mentre pia Q) c Sr(0) non lo è. 

L’evidente analogia con gli spazi di Sobolev ordinari e la 

forma di divergenza . dell'operatore, suggeriscono di applicare 

tecniche variazionali per lo studio dell’equazione (1.1). Diremo 

quindi soluzioni di (1.1) i punti critici del funzionale 

sal mi 21 CIA qu2 2q/(q-2) 

(1.11) I:S, (QAR I{u)=3 ID U 3| au Za u ; 

D'altra parte, poiché l'immersione di Sobolev (relativa 

all’esponente che compare esplicitamente nel funzionale) non è 

compatta, si pongono gli stessi problemi di mancanza di compattezza 

che si incontrano nel cosiddetto caso critico dell'equazione di 

Poisson: 

(n+2)/(n-2) . n A = fe (1.12) { AU au+u in QeR, 

= bal # U 49 O, u=z0, u 0, 

Ricordiamo alcuni risultati noti per questa - equazione. 

Il primo risultato di non esistenza si deve a Pohozaev [P], che ha 

dimostrato che, quando a=0 e © è stellato, allora (1.12) non ha 

soluzione. In seguito Brezis e Nirenberg [BN] hanno studiato 

dettagliatamente il problema, provando che, se n=4, si ha 

i) se as0, e Nè stellato, (1.12) non ha soluzione. 

ii) se O<aA » (Q arbitrario), (1.12) ha almeno una soluzione. 

iii) se 2 5%, (Q arbitrario) (1.12) non ha soluzione. 
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dove À, è il più piccolo autovalore del -A. (Se n=3 la situazione è 

più complessa e Brezis e Niremberg forniscono una classificazione 

soltanto nel caso in cui 9 sia una palla). Come si vede il problema 

è completamente risolto quando a>0. Per as0 si conoscono alcuni 

risultati di esistenza sotto opportune ipotesi topologiche su 9 (cf. 

[BC], [D], [Pa]), ma il problema è ancora in gran parte aperto. 

Per quanto riguarda l’equazione (1.1), Garofalo e Lanconelli 

hanno dimostrato in [GL] che, se a<0 e 9 è "stellato rispetto alle 

dilatazioni" (in un senso che definiremo più oltre), allora (1.1) 

non ha soluzione. 

In questo’ lavoro estendiamo a questo contesto le altre due 

affermazioni di Brezis e Nirenberg (indicate con ii) e iii), 

provando il teorema seguente: 

Teorema 1.l. Sia A, il più piccolo autovalore dell’operatore di 

Kohn. Si ha allora 

Se a € (0,4 ), il problema (1.1) ha almeno una soluzione. 

Se' A allora il problema (1.1) non ha soluzione. 

Nel caso presente la dimensione omogenea dello spazio è sempre 

maggiore o al più uguale a 4, quindi non si pongono i problemi 

dimensionali incontrati da Brezis e Nireremberg. 
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La prova che presentiamo si basa su uno studio delle successioni di 

Palats Smale del funzionale I. Nel paragrafo 2 mostriamo che 

all’equazione (1.1) sono associati in modo naturale dei problemi più 

semplici, di cui si possono trovare esplicitamente le soluzioni. Con 

il principio di concentrazione di compattezza si riescono allora ad 

individuare dei livelli A cui è verificata la condizione di Palais 

Smale. Infine nel paragrafo 4 applichiamo i risultati ottenuti e il 

Teorema del passo di Montagna per provare il Teorema 1.1. 

8 2. Successioni di Palais Smale di I. 

Si dice che (u,) è una successione di Palais Smale al livello A per 

I se verifica la condizione 

(2.1) di(u,) —-> 0e I{u,) — X per un opportuno 2>0. 

Se, fissato la tutte le successioni di questo tipo sono precompatte, 

si dice che I verifica la condizioni di Palais Smale al livello A, e 

si riescono ad individuare punti critici di I Quando però 

l'immersione di Sobolev non è compatta anche le successioni di PS 

possono non esserlo, ma si riescono a rappresentare in termini di 

opportuni problemi  all’infinito. 

Nel caso presente i problemi all’infinito naturali associati 

a (1.1) sono essenzialmente tre: 

i _ (q+2)/(q-2) . 2n+1 

(2.2) { Agli i DR 4 
ues!(9), 

o 



e 

i _1,(9+2)/(q-2) . o {ann na 
ues. (9) 

con semispazio del tipo Q = {(x,y,t):x>0}, oppure 9 = 

{(x,y,t):t)0}. Infatti successioni di Palais Smale non compatte si 

possono scrivere in termini delle soluzioni nonnegative dei due 

problemi. Sia per esempio d, soluzione di (2.2), e Ln il funzionale 

associato all’equazione stessa: 

1,,2n+1 1 (2.4) I SIR LR 1 (= [ 2_ 92 2q/(q-2) 

n+l pl n I 
R R 

Sia poi &€9, B(E,R) CCQ, e peC-(B(E,R)) tale che g=1 su B(&,R/2). 

Poniamo 

(2.5) v ATO gu a, ta 

dove CN è definita in (1.4) e Te in (1.3) e AT, per kb+om. 

Una semplice ‘verifica (si veda anche il Lemma 3.4 più oltre) 

consente di provare che LA è di Palais Smale per I al livello 

Iolw)» ma non ha sottosuccessioni convergenti. 

Analogamente, se esistesse una soluzione v di (2.3), anche la 

successione v 3a? puo d,° til 
A E 
k 

sarebbe una successione di 

PS non compatta. 

Per quanto riguarda l'equazione su tutto lo spazio Jerison e Lee 

hanno dimostrato che la soluzione è unica a meno di 
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riparametrizzazioni, nel senso seguente: la funzione 

Cc 
0 2n+1 

(2.6) w(xK,9:1) ale = copra eee CRI (x,y,t)eR 

(t°+(1+1x1°+1y15)9)°9 

è soluzione, e ogni altra soluzione si esprime nella forma 

a (q-2)/2 o i -1 
Ué w d, Tgr 

con 2>)0 e geR?""! (si veda [JL1] e [JL2]). 

= 

Faremo ora vedere che (2.3) non ha alcuna soluzione. Pertanto, 

l’unico problema all’infinito non triviale è quello su tutto pei, 

e utilizzando il principio di concentrazione di compattezza ([L1] e 

[L2]), si pu6 verificare che gli unici valori cui è non verificata 

la condizione di Palais Smale sono i multipli interi di RCORE dove 

I, è definito in (2.4). 

In particolare si ha: 

Teorema 2.1. I verifica la condizione di Palais Smale al livello A 

per ogni ae(0,I (w)). 

Il problema all’infinito su un semispazio. 

Teoremi di non esistenza di soluzioni di (2.3) sono noti sotto 

opportune ipotesi geometriche su 2, che estendono a questo contesto 
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la definizione di aperto stellato. Ricordiamo che © è stellato 

rispetto all'origine sse 

L-N(€) = O per ogni &€99, dove N è la normale esterna a 9, e L è il 

campo vettoriale 

; i pt Ce) 
(qui e nel seguito indichiamo x ax PP ) x, 3x Ji 

Garofalo e Lanconelli hanno osservato che L è il campo vettoriale 

ARE, è 
che genera le dilatazioni euclidee, nel senso che ueCH(R 

omogenea di grado k rispetto alle dilatazioni euclidee se e solo se 

Lu = ku. Il campo analogo che genera le dilatazioni di Heisenberg è 

Ce) (e) (e) 
(2.7) Asp *Ig 

Se invece fissiamo un punto xo Voto): e consideriamo il gruppo 

delle traslazioni t il generatore è 
yet ) 

ci E) È) (2.8) P(x,y,t) = xx Voay tt xa 

Essi hanno pertanto dato la definizione: 

Definizione. 9 è aperto stellato rispetto alle dilatazioni di 

Heisemberg sse A-*N(É)=O Véean. Fissato xoIoto Q è stellato 

rispetto alle traslazioni indotte sse P*N(È)=0 VÉea9. 

Hanno poi dimostrato (in [GL]). 

Teorema 2.2. Sia 9 un aperto limitato o non limitato e sia 
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xoIo to) un punto fissato in Q. Supponiamo che u sia una soluzione 

regolare nonnegativa di (2.3) su 9, e che valga una almeno delle due 

ipotesi seguenti 

(2.9) esiste (xo to) tale che £ è stellato rispetto alle 

tt x Pu 2 
traslazioni ad esso associate e Tad e L'(Q), 

lo) 

x è Au 2 
(2.10) Q è stellato rispetto a A e nd L'(Q) 

lo) 

(d, è definita in (1.4)). Allora u è identicamente nulla. 

Vediamo ora come si applica questo teorema al problema di non 

esistenza di soluzioni di (2.3), su semispazi: 

(2.11) Q = {(x,y,t): ax + by + ct +d) 0). 

Poiché 4, ha un comportamento diverso nelle diverse direzioni, 

occorre distinguere due casi, a seconda del valore di c. 

Consideriamo dapprima un sottospazio LA del tipo (2.10), con c=0. 

Una traslazione manda LA in 

. Q,={(x,y,t): ax+by>0). 

D’altra parte una rotazione euclidea nelle variabili x,y manda Q, in 

Q={(x,y,t): x>0). 

Inoltre A, è invariante per queste trasformazioni, quindi possiamo 

limitarci a considerare sottospazi di questo tipo. D’altra parte, se 

scegliamo 
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d d 
Pod = DE = 2y dC 

si può provare che l’ipotesi (2.9) è verificata, quindi :(2.3) ha 

solo la soluzione banale. 

Consideriamo ora un semispazio 

Q = {(x,y,t): ax + by + ct + d > 0). 

con c#0. Se È = où» Si Li la traslazione associata a g* manda Do) ze’ 20° c° Do) 

Q in 

€ 9=((x,y,t):1)0). 

Possiamo quindi restringerci ad aperti di questo tipo. 

Proposizione 2.3. Se 2 = ({(x,y,t): t0)}, il problema (2.3) non 

ha soluzioni non banali in s1(9). 

Dimostrazione. Supponiamo che u sia soluzione nonnegativa, e sia 

î le) le) 2. 20 

di La, 7 "99, + 206049777) 

Con alcune integrazioni per parti si prova che per ogni R>O 

Soa da fi ul? Z:N dH 
q-2 H q-2 

Li QN8B 
R 

Î Ipyul° Z:N dH__,=-2 (Du 
q ID 

R 

Dd 
H 

d d9N0B, QNIB H 

_ 2192) Î u2Y022.N dH ; 
q- 

R 
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n 

D'altra parte, poiché z=f XxX, e x sp € L°(9), per 

J51 

ipotesi, allora O (Si L%9), verifica cioè la condizione di 

Do) 

sommabilità richiesta nel Teorema 2.2. Procedendo come nella prova 

di quello si vede che integrali sul bordo di BL tendono a zero per R 

tendente a +o. Quindi 

[ ID ul"Z:N69 = 0. 
dQ 

Ora, poiché Z-N(x)*O quasi dappertutto, D_u=0 q.d. Allora, fissato 

un punto E 09 e r>O, la funzione che coincide con u su B(E_77)09 ; 

2q/(q-2) x 
e vale zero in B(& 19, è soluzione nonnegativa di A uu 

su tutta la palla B(E& 7). D’altra parte u verifica una 

disuguaglianza ‘di tipo Harnack, e quindi u=0 in B(& 7). Con un 

semplice argomento di connessione si conclude che u=0 in 9. 

&$ 3 Prova del teorema 1.1. 

Se A, è il primo autovalore di dp A, è strettamente positivo, e 

l’autovettore corrispondente dì positivo. Le due proposizioni 

seguenti provano il Teorema l.l: 

Teorema 3.1. Se aZà » allora il problema (1.1) non ha soluzione 

nonnegativa. 

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che il problema abbia una 
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soluzione u. Poiché d, è autovalore si ha 

a fon = fp, ueD,g, = 

poiché u è soluzione 

= a[uo, + fusa » afuò 

Ne viene che Ap® che è assurdo. 

Teorema 3.2. Sia Q un aperto limitato, e sia ae(0,4,). allora (1.1) 

ha almeno una soluzione nonnegativa. 

La prova del teorema 3.2 è una senplice applicazione del teorema del 

passo di montagna di Ambrosetti Rabinovitz, che si enuncia come 

segue. 

Teorema. 3.3. Sia Iec'(x,R) tale che I(0)=0 e 

i) 3a)0, pdO: VxeaB(0,p) I(x)=a. 

ii) du: nu Ip, I(u )<0. 

Posto 

c=inf max I(u), dove F={y: 7(0)=0, rsu}, 
yel uey 

si ha ce, e, se vale la condizione di Palais Smale al livello c, 

allora esiste un punto critico per I. 

Verifichiamo che il funzionale I verifica tutte le ipotesi del 

Teorema del passo di montagna. Indicato 2"=29/(q-2), poiché I somma 
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di potenze diverse: 
* 

2 9° 20° 2_ 8 2° 
I(9u) = 5 fipyal > fas ia” fas 

. 2 

è abbastanza facile provare che i) è verificata, ed inoltre che per 

ogni ves: (0) si ha 

(3.1) lim I(8u) = -0. 

d30 

Se proviamo che esiste u>O tale che 

(3.2) sup gu) < I (0). 
3>0 sat See 

avremo la tesi (W, è la soluzione del problema all’infinito, 

introdotta in (2.6)). Infatti, per (3.1) possiamo scegliere 870 in 

modo che 

10. e I(9 u) <O. 
(o) Do) 

Quindi veto verifica ii), e la curva LAI, appartiene a T, quindi 

c=inf max I(u) < max I(tv) < sup I(9u) <I (w.). 

sf anita te[0,1] 9>0 catia 

Per il teorema 3.1, I verifica PS al livello c, quindi il Teorema 

3.3 asicura l’esistenza di un punto critico di I. 

Rimane quindi..soltanto da costruire .una funzione che verifichi 

(3.2). La funzione che consideriamo è analoga a quella introdotta in 

(2.5). Supponiamo che 0e9, e fissiamo R>O in modo che B(0,2R)S0. 

Cerchiamo poi vi nella forma 

a Po 

dove gp è di classe C:(B(0,2R)), g=1 in B(O,R), e Wo è definita in 



(2.6). 

Lemma 3.4. la funzione La PO. 0 soddisfa le stime seguenti: 
* 

2 _ 2 “Gy * hi = ID w_1° + 0019); 

3 O(log(A))A7?) se q= 

fi Ò { 2 
OA °) altrimenti 

2_ 2 -(q-2) ID,va!! = ID, + O(A ). 

Dimostrazione. Riportiamo per semplicità soltanto la prova della 

prima affermazione, le altre essendo non dissimili. Stimiamo ° * * 

dapprima fore? wi 

* * * 
* 

fa-g? dî = Î wî (E) de = 2° Î w(2E) de = 
18E|>R IE |>R 

* 

= Î 0% (n) dn = ta = 0(A 

In|>AR inl>ar!?! 
Allora 

* * * * lele 2 -q fi = [) fa Put = Iv? + 0°9). 

Dimostrazione di (3.2). Poiché 
* 

2 2 2 * d z 2 2 Idv) = {IDA I > fan - x av 

la funzione 9 Idv) è un polinomio che verifica 

Idv) per d4+%, e I(0) = 0. 
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Ammette pertanto massimo in [0,+0), che si calcola con 

elementari e vale 

ma} - avi 

max I(8v,) = Idv) = ( 1 ) (font Se] 
* * 

d>0 22 È 1 1/2 

LI 

per le stime precedenti 

1/2 \q 

* 

2 -q 2 
=) [ID yo! + O(A )- fax 

7 
2 

1 

(fi o 1 è o1®?))] 
H 0 

= Ab poiché fa vi 

11 )/ z 2 
=|—,|{ID w | a-cf a ) < 
E 2° Ho 0, A 

poiché a)0, e w, è soluzione di (3.3) 

* 

al 2 1 2 
cAipya1° - 3, fo =1I (%W). 

2 Ho 2° (0) o 0 
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